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=> ?@A @BC D>E F BGE H>IC>=> ?@A @BC D>E F BGE H> IC>=> ?@A @BC D>E F BGE H>IC>=> ?@A @BC D>E F BGE H> IC>J KK LM N O N PQRO SN TUV WQ U XWQYK UR ZN U TLN [
\ XVU RU XN T U X WQY K SV Q O N SR QS ]L^N _1 + 2 = 3

x + y = y + x

1 + 1 = 2
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`ab @G Ba H c ?C d e > Bbf`ab@G Ba H c ?C d e > Bbf`ab @G Ba H c ?C d e > Bbf`ab@G Ba H c ?C d e > Bbf\ XN Q ^R NK R QN KN QUN QSN gR ]]RO ]RY WSV ]]hg TR M KR M N RUXN TK_iNUjK SR QK W^N T UXN KU TLSU LTN Rg V Q V TY LM N QU klm nop qrstu vu r wr x sytx nopqrstu vu woqsr z{nopqrstu vu r wr x {| yt qtmo qt } nopqrstu vu w oqsr z{lm nop qrstu vu r wr x sytx nopqrstu vu woqsr z{nop qrstu vu r wr x {| yt qtmo qt } nop qrstu vu w oqsr z{ ~��� ����������� ���
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=G >f b�@f c ?C d e > Bb � a �> � > Bf> �=G> f b �@f c ?C de > Bb �a �> � > Bf> �=G >f b�@f c ?C d e > Bb � a �> � > Bf> �=G> f b �@f c ?C de > Bb �a �> � > Bf> �
����������������� �� �� � ���� ��� � �� �� � ��  � �� �� � ���� ��� � �� �� � �� � �� �� � ���� ��� � �� �� � ��  � �� �� � ���� ��� � �� �� � �� 
p ¡ ¢£ ¤¥ ¦§¨©ª «ª § ¬ § ­® q ¡ ¢£ ¤¥ ¦§¨©ª «ª ¬ ¤ ¦¨§ ¯®
lm nopqrstu vu r wr x sytx nop qrstu vu wo qsr z{nopqrstu vu r wr x {| yt qtmo qt } nopqrstu vu w oqsr z{lm nop qrstu vu r wr x sytx nopqrstu vu woqsr z{nopqrstu vu r wr x {| yt qtmo qt } nopqrstu vu w oqsr z{ ~��� ������� ���� ���
p → q
p

q

p → q
p

q

°±²³ ´µ ²µ¶·¸ ¹º»µ ´·¸
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½ G ??>¾b c ?C d e > Bbf½ G ??> ¾b c ?C d e > Bbf½ G ??>¾b c ?C d e > Bbf½ G ??> ¾b c ?C d e > Bbf
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p → q
p

q

p → q
p
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°±²³ ´µ ²µ¶·¸ ¹º»µ ´·¸
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½ �>¾ �@BC b �> c ?C de > Bb½ �>¾ �@BC b�> c ?C d e > Bb½ �>¾ �@BC b �> c ?C de > Bb½ �>¾ �@BC b�> c ?C d e > BbÕ ��Ö ×��� Ø ����� � Õ ��Ö ×��� Ø ����� � Õ ��Ö ×��� Ø ����� � Õ ��Ö ×��� Ø ����� � 
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WK V ]R Y WSV ] SR QKN Ù LN QSN Rg
Φ = {p, p → q} ÚÛÛÛÛÜÜÜÜÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛ ÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜ ÛÛÛÛÛÛÛÛÜÜÜÜÛÛÛÛÜÜÜÜ ÜÜÜÜÜÜÜÜÛÛÛÛÜÜÜÜÛÛÛÛ qp → qpqp
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`> e > e�> ?`> e > e �> ?`> e > e�> ?`> e > e �> ? �����R S XN S P O XNU XN T
A

WK V ]RY WSV ]SR QKNÙ LN QSN Rg
Φ

k� Ú �R QKU TLSU U TLU X UV Z]NK gR T
Φ

V Q^
A Ú� Ú �g N�N Th ]WQN K XRO WQY U XN U TLU X �V ]LN 				gR T V ]] gR TM L ]VK WQ

Φ
V ]KR K XRO K UXNU TLUX �V ]LN 				 gR T

A 
 UXN Q
A

WK V ]RY WSV ]SR QKNÙ LN QSN Rg
Φ Ú� Ú i WQNK K XRO WQY U XN U TLUX �V ]LN ���� gR TKR M N gR TM L ]V WQ
Φ

^R QRU M VUUN TÚ
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c B 
B¾G ??>¾b c ?C d e > Bbc B 
B¾G ??>¾b c ?C d e > Bbc B 
B¾G ??>¾b c ?C d e > Bbc B 
B¾G ??>¾b c ?C d e > Bb
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nop qrstu vu rs yo wt o q nopqrstu vu yr��� {nop qrstu vu yr��� {| yt qtmo qt } nop qrstu vu rs yo wt {nop qrstu vu rs yo wt o q nop qr stu vu yr��� {nop qrstu vu yr��� {| yt qtmo qt } nop qrstu vu rs yo wt { °±²³ ´µ ²µ¶·¸ ¹º»µ ´·¸
p ∨ q
q

p

p ∨ q
q

p

°±²³ ´µ ²µ¶·¸ ¹º»µ ´·¸
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½ �>¾ �@BC b�> c ?C d e > Bb½ �> ¾ �@BC b�> c ?C de > Bb½ �>¾ �@BC b�> c ?C d e > Bb½ �> ¾ �@BC b�> c ?C de > BbÕ ��Ö ×��� Ø ����� � Õ ��Ö ×��� Ø ����� � Õ ��Ö ×��� Ø ����� � Õ ��Ö ×��� Ø ����� � 
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WK V ]RY WSV ] SR QKNÙ LN QSN Rg
Φ = {p ∨ q, q} ÚÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛÛ ÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜ ÜÜÜÜÛÛÛÛÜÜÜÜÛÛÛÛÜÜÜÜ ÛÛÛÛÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÛÛÛÛ pqp ∨ qqp
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c BGb�> ? c ?C d e > Bbc BGb�> ? c ?C d e > Bbc BGb�> ? c ?C d e > Bbc BGb�> ? c ?C d e > Bb
����������������� �� �� � ���� ��� � �� �� � ��  � �� �� � ���� ��� � �� �� � �� � �� �� � ���� ��� � �� �� � ��  � �� �� � ���� ��� � �� �� � �� 
p ¡ ¢£ ¤¥ ¦§¨©ª «ª §¨ �¤¬ ©® q ¡ ¢£¤ ¥¦§¨©ª «ª �§��� ®
nop qrstu vu yr��� {nop qrstu vu xos yr��� {| yt qtmo qt } nop qrstu vu rs yo wt {nop qrstu vu yr��� {nop qrstu vu xos yr��� {| yt qtmo qt } nop qrstu vu rs yo wt { °±²³ ´µ ²µ¶·¸ ¹º»µ ´·¸
q
¬q

p

q
¬q

p

°±²³ ´µ ²µ¶·¸ ¹º»µ ´·¸
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½ �>¾ �@BC b �> c ?C de > Bb½ �>¾ �@BC b�> c ?C d e > Bb½ �>¾ �@BC b �> c ?C de > Bb½ �>¾ �@BC b�> c ?C d e > BbÕ ��Ö ×��� Ø ����� � Õ ��Ö ×��� Ø ����� � Õ ��Ö ×��� Ø ����� � Õ ��Ö ×��� Ø ����� � 
p

WK V ]R Y WSV ] SR QKN Ù LN QSN Rg
Φ = { ¬q, q} ÚÛÛÛÛÛÛÛÛÜÜÜÜÛÛÛÛÛÛÛÛ ÜÜÜÜÜÜÜÜÛÛÛÛÜÜÜÜÜÜÜÜ ÜÜÜÜÛÛÛÛÜÜÜÜÛÛÛÛÜÜÜÜ ÛÛÛÛÜÜÜÜÛÛÛÛÜÜÜÜÛÛÛÛ pq¬qqp
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� �ab @f a � ?G G¿�� �ab @f a � ?GG¿�� �ab @f a � ?G G¿�� �ab @f a � ?GG¿�� � 	� � 
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� ��� �� �
� �
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ËÏ Æ Â� ?dH> f G¿ @B¿> ?> B¾>?d H>f G¿ @B¿> ?> B¾>?dH> f G¿ @B¿> ?> B¾>?d H>f G¿ @B¿> ?> B¾> Ï Ä
�

ËÏ Æ Â� HaE f G¿ >� d@A a H> B¾>HaE f G¿ >� d @A a H> B¾>HaE f G¿ >� d@A a H> B¾>HaE f G¿ >� d @A a H> B¾> Ó
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B¿> ?> B¾> ` dH> À � GI df �G B> Bf
B¿> ?> B¾> ` dH> À �G I df �G B> Bf
B¿> ?> B¾> ` dH> À � GI df �G B> Bf
B¿> ?> B¾> ` dH> À �G I df �G B> Bf
�� TR M

A
V Q^

A → B 
 WQgN T
B Ú�B

A A → B�� �� �� �� ��
�{ �nopqrstu vu r w rx !"#$ %&#!"#$ %&#!"#$ %&#!"#$ %&#' { �nopqrstu vu r w rx 

→
�nop qrstu vu wo qsr z !"#$ %&#!"#$ %&#!"#$ %&#!"#$ %&#( { �nopqrstu vu woqsr z )!)!)!)!*�}'+�{ �nop qrstu vu r w rx !"#$ %&#!"#$ %&#!"#$ %&#!"#$ %&#' { �nop qrstu vu r w rx 

→
�nop qrstu vu woqsr z !"#$ %&#!"#$ %&#!"#$ %&#!"#$ %&#( { �nop qrstu vu woqsr z )!)!)!)!*�}'+,� � - �� -����  ,� � - �� -����  ,� � - �� -����  ,� � - �� -����  
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2aE f G¿ 3� d@A a H> B¾>2aE f G¿ 3� d @A a H> B¾>2aE f G¿ 3� d@A a H> B¾>2aE f G¿ 3� d @A a H> B¾>Õ � � � ���� �4 ��5  Õ � � � �����4 ��5  Õ � � � ���� �4 ��5  Õ � � � �����4 ��5  
A ∧ B «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ B ∧ A� ¯8ª ¨�© ª§ ¬ © :¤ ¦ ¨�© ¥¤ ­­©¥¨ «9©ª ∨ ; ⊕ ; ↔< ���Ö ��� �4 ��5  < ���Ö ��� �4 ��5  < ���Ö ��� �4 ��5  < ���Ö ��� �4 ��5  
A ∧ (B ∧ C) «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9 § ¯© ­¨ ¨¤ (A ∧ B) ∧ C� ¯8ª ¨�© ª§ ¬ © :¤ ¦ ¨�© ¥¤ ­­©¥¨ «9©ª ∨ ; ⊕ ; ↔= �����>�� �4 ��5  = �����>���4 ��5  = �����>�� �4 ��5  = �����>���4 ��5  
A ∧ (B ∨ C) «ª ©78 «9 § ¯© ­¨ ¨¤ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C)
A ∨ (B ∧ C) «ª ©78 «9 § ¯© ­¨ ¨¤ (A ∨ B) ∧ (A ∨ C)
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� G ?> 2aE f G¿ 3� d @A a H> B¾>� G ?> 2aE f G¿ 3� d@A a H> B¾>� G ?> 2aE f G¿ 3� d @A a H> B¾>� G ?> 2aE f G¿ 3� d@A a H> B¾>?@Ö ��A�A B �AA �� ��Ø  ?@Ö ��A�A B �AA �� ��Ø  ?@Ö ��A�A B �AA �� ��Ø  ?@Ö ��A�A B �AA �� ��Ø  
A ∧ ¬A «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ false
A ∨ ¬A «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ trueCA� ����5 ��Ø �  CA� �� ��5 ��Ø �  CA� ����5 ��Ø �  CA� �� ��5 ��Ø �  
A ∧ true «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ A
A ∨ false «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ A=� � ���� �� � ��Ø �  =� � ������ � ��Ø �  =� � ���� �� � ��Ø �  =� � ������ � ��Ø �  
A ∧ false «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ false
A ∨ true «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ true
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� G ?> 2aE f G¿ 3� d @A a H> B¾>� G ?> 2aE f G¿ 3� d@A a H> B¾>� G ?> 2aE f G¿ 3� d @A a H> B¾>� G ?> 2aE f G¿ 3� d@A a H> B¾>=� �> �� D���� �� � ��Ø  =� �> �� D������ � ��Ø  =� �> �� D���� �� � ��Ø  =� �> �� D������ � ��Ø  
A «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ ¬¬A=� B� ��� �=� B� ��� �=� B� ��� �=� B� ��� ������ ��Ø �  � ��Ø �  � ��Ø �  � ��Ø �  
¬(A ∧ B) «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ ¬A ∨ ¬B
¬(A ∨ B) «ª ¯¤6 «¥§ ¯¯� ©78 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ ¬A ∧ ¬B=�� ���� �� � ��=�� ���� �� � ��=�� ���� �� � ��=�� ���� �� � ��

→→→→
    

A → B «ª ©7 8 «9§ ¯© ­¨ ¨¤ ¬A ∨ B=�� ���� �� � ��=�� ���� �� � ��=�� ���� �� � ��=�� ���� �� � ��
↔↔↔↔

    
A ↔ B «ª ©78 «9 § ¯© ­¨ ¨¤ (A → B) ∧ (B → A)


